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Covariance and Invariance in Cesare Burali-Forti and Tommaso Boggio’s Espaces Courbes.

Summary: We analyse some features regarding Cesare Burali-Forti and Tommaso Boggio’s
notions of covariance and invariance, considered in their 1924 book Espaces Courbes. Criti-
que de la Relativité. The authors establish a correspondence between their own mathematical
formalism and the absolute calculus of Ricci and Levi-Civita. These developments are mainly
used to criticise the theory of relativity from a mathematical perspective.
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1. Introduccid

E1 1924 es publica el llibre Espaces Courbes. Critique de la Relativité de Cesare Bu-
rali-Forti (1861-1931) i Tommaso Boggio (1877-1963) (Burali-Forti Boggio, 1924) que, en
linia amb el treball d’altres matematics com Giuseppe Peano (1858-1932), pretenia reformu-
lar les lleis de la fisica prescindint de la utilitzacié de les coordenades. El nou formalisme es
basava en la sistematitzacio de les notacions del calcul vectorial i en les dites homografies
vectorials.

El marc historic en que apareix aquesta contribuci6 és el de la confrontacié entre
I’escola de Peano, de geometria intrinseca en la linia de Leibniz i Grassmann (vegeu Coutu-
rat, 1901) i la de Ricci (1853-1925) i Levi-Civita (1873-1941), de geometria cartesiana basa-
da en les relacions entre components i coordenades.

L’Espaces Courbes representa un punt de discontinuitat en la col-laboracié mante-
nida per Cesare Burli-Forti i Roberto Marcolongo. Conjuntament havien publicat treballs en-
tre 1907 i 1911 participant activament en la discussio sobre les notacions vectorials en revis-
tes com I’»Enseignement mathématique» o «Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo»
(Burali-Forti, Marcolongo, 1907a, b; 1908a, b; 1911). Havien publicat també llibres de calcul
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vectorial i d’homografies vectorials, (Burali-Forti, Marcolongo, 1909a, 19095; 1912-1913),
amb aplicacions als diferents ambits de la fisica incloent I’electrodinamica. (Marcolongo,
1906; 1912; 1913).! El 1921 Marcolongo publica Relativita (Marcolongo, 1921), el primer
llibre italia sobre la teoria de la relativitat especial i general, utilitzant el formalisme del calcul
amb coordenades de Ricci i Levi-Civita. Marcolongo sera un dels divulgadors de la teoria de
la relativitat a Italia. (Cattani, 1996). De tota manera, en aquesta obra que suposa una inte-
rrupcid de I’estreta col-laboracioé del «binomio vettoriale», Marcolongo afirma: «Anche alla
teoria della Relativita sono applicabili, con completo successo, i metodi delle omografie vet-
toriali di cui, da molti anni, facciamo uso e ci sforziamo di diffondere, il Prof. Burali-Forti ed
io... Ma il seguire tal via mi avrebbe costretto a valermi delle parti piu astratte e piu comples-
se di teorie che non sono ancora conosciute da tutti»; tornaran de fet a treballar plegats el
1929 (Burali-Forti, Marcolongo 1929).

Contribucions a la formulaci6 intrinseca dels espais corbats son els articles de 1918
a 1922 (Boggio, 1918; 1919; Burali-Forti, 1922a, 1922b), I’Espaces Courbes del qual ens
ocuparem aqui, els articles escrits a partir de 1926, com ara Boggio, 1926; 1928a, 19285,
1928c, 1928d; 1929a, 1929b; i el llibre del 1930 (Burgatti, Boggio, Burali-Forti, 1930).

2. Estructura de I’ Espaces Courbes

El llibre s’articula en dues parts, i presenta una introduccid volgudament polemica,
en la qual els autors declaren que la finalitat del llibre és la critica de la teoria de la relativitat.
Afirmen que la critica s’hauria de dur a terme des de quatre punts de vista diferents: el fisic
experimental, el filosofic, el de les relacions amb la mecanica classica, i el matematic. Insis-
teixen en el fet que en el llibre tractaran essencialment els aspectes matematics.

En la primera part es desenvolupa la teoria del vectors i de les homografies vecto-
rials (aplicacions multilineals vectorial-valuades), en dimensio arbitraria en un espai euclidia.
Després d’aquests desenvolupaments matematics, que ocupen gairebé tota la primera part, es
procedeix a establir una correspondéncia entre el formalisme intrinsec dels autors i el calcul
absolut amb coordenades de Ricci i Levi-Civita. (Levi-Civita, Ricci, 1901). Amb aquesta fi-
nalitat, introdueixen les nocions de sistema multiple covariant i contravariant (els avui ano-
menats tensors), la seva suma, producte i composicio, aixi com també els objectes correspo-
nents als tensors de Riemann, de Ricci, d’Einstein, i als simbols de Christoffel.

En la segona part els autors analitzen la teoria dels espais corbats i duen a terme, em-
parant-se en els desenvolupaments matematics de la primera part, la critica de la relativitat.

3. Analisi de la covariancia
Els autors defineixen els conceptes de covariancia, contravariancia i invariancia
d’un objecte al realitzar una transformacié d’'un punt a un altre, 1 demostren que aquestes de-

finicions sén equivalents a les del calcul absolut amb coordenades. La introduccié d’aquestes

1. Per a una discussio sobre els treballs d’electrodinamica de Marcolongo vegeu Giannetto, 19994, 19995,
Pratesi, 1999.
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nocions resulta necessaria a I’hora d’establir la correspondéncia amb el formalisme de Ricci
i Levi-Civita.

L’analisi i la critica del concepte de covariancia constitueix un dels punts claus a I’-
hora d’atacar la teoria de la relativitat. Era opinié generalitzada que aquesta teoria es basa en
el principi de covariancia general, que estableix que les lleis de la fisica no han de canviar en
una transformacié general de coordenades.? Segons els autors, aquest principi no té cap fona-
ment experimental, ja que les transformacions generals de coordenades no existeixen en la
natura (Burali-Forti, Boggio 1924: 222) i hi ha pocs arguments i molts confosos per admetre
aquest principi. Una d’aquestes justificacions és que la covariancia conserva la métrica o, dit
altrament, que les distancies sén independents de la representacié. (Boggio, 1919, Nota II:
170). Argumenten que han trobat uns tipus nous de covariancia que no poden ser definits uti-
litzant el calcul absolut amb coordenades i, en particular, un que també conserva la meétrica.
Al fer la traducci6 del tensor de Ricci observen que es tracta d’un objecte que ells anomenen
covariant de primer tipus, insisteixen en que no és covariant de segon tipus, i afegeixen que
podrien trobar un objecte covariant d’aquest ltim tipus que conduiria a una altra teoria de la
relativitat, inconsistent amb la primera.

Per comprendre I’abast d’aquests arguments cal analitzar en detall els desenvolupa-
ments matematics. Burali-Forti i Boggio parteixen de I’equivaléncia entre les homografies
vectorials d’ordre 7 i els sistemes multiples d’ordre n+/. Un cop trobada la correspondéncia
pels sistemes multiples, diran que un sistema és covariant, contravariant o invariant si es
comporta d’una manera especificada al passar d 'un punt a un altre.

Les expressions matematiques que defineixen la covariancia i la contravariancia de
diferent tipus es corresponen amb les formules de transformacio dels tensors mixtos. Aixi,
per el cas particular d’un tensor d’ordre tres, la covariancia de primer tipus correspon a un
tensor 3-covariant; la covariancia de segon tipus a un tensor 2-covariant 1-contravariant, etc.
El fet que «la covariancia conserva la métrica» es formula de la manera segiient: donada la re-
gla de transformaci6 dels vectors al passar d’un punt a un altre, el quadrat de I’element de lon-
gitud ds?, que expressa la distancia, roman invariant si I’homografia o (la métrica) és cova-
riant de primer o de segon tipus. A partir d’aquesta idea, si I’homografia que tradueix el
tensor de Ricci (I’homografia y de primer ordre) és covariant de primer tipus, hauria de ser-
ho també de segon, ja que entenem que els dos tipus coincideixen en el cas d’una homografia
de primer ordre. De fet, I’analisi detallada de la demostracio segons la qual 1’homografia de
Ricci és covariant de primer tipus (Burali-Forti, Boggio 1924: 74) ens porta, no sense sorpre-
sa, a concloure que és també covariant de tipus dos.

Analitzant les contribucions fetes pels autors en els treballs posteriors a I’ Espaces
Courbes, no hem trobat cap referéncia ni comentari a aquesta discussio. Les contribucions de
la bibliografia secundaria (Cattani, 1996; Freguglia, 1986; Maiocchi, 1985, 1986) tampoc no
ajuden a aclarir aquest aspecte, ja que no entren gairebé mai en I’analisi de les matematiques
involucrades.

A partir dels covariants i contravariants demostren que es poden construir els inva-
riants que son els objectes que descriuen les propietats geometriques i fisiques dels sistemes
(Burali-Forti, Boggio1924: nota I)

Dues diferéncies substancials amb la covariancia de Ricci i Levi-Civita es posen de

2. Per a una analisi de la evoluci6 historica del concepte de covariancia general, vegeu Norton, 1993.
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manifest en la natura de les homografies G, que transformen vectors en un punt en vectors en
un altre punt (transformacions actives). Els autors insisteixen en qué s’ha de comprovar en
cada cas si un objecte €s covariant o contravariant respecte a una determinada transformacio.
A aquesta covariancia «particular i activa» es contraposa la covariancia «general i passiva»
del formalisme de Ricci.

Aquestes diferéncies, aixi com detalls tals com no preveure la possibilitat d’una di-
ferenciacio d’indexs a partir del tercer, ens fan evident que no tractem amb formalismes com-
pletament equivalents o traduibles. Per tant, les critiques adregades pels autors a suposades
inconsistencies del formalisme de Ricci podrien interpretar-se també en termes de les propies
mancances d’un sistema en estat d’elaboracio.

4. Conclusions

Aquest treball forma part d’un intent de comprensid dels desenvolupaments ma-
tematics presents en aquesta obra de Cesare Burali-Forti i Tommaso Boggio, cosa que no
sembla ser la tonica general de les aproximacions historiografiques al tema. Aquestes han es-
tat descriptives i han basat la critica en les parts del text més obertament polémiques, sense
entrar a analitzar en detall les matematiques implicades. Analitzar els excessius atacs a la teo-
ria de la relativitat en clau de la controversia amb I’escola de Ricci i Levi-Civita podria con-
tribuir a una més justa valoracié de les seves contribucions. Cal recordar que el problema de
la intraduibilitat entre teories cientifiques, més enlla del caracter pretesament univoc de les
correspondéncies establertes, és expressio d’una diferent concepcié del mén.?
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